
摘要

本篇综述文围绕 Quantum Monte Carlo (QMC) 介绍了求解非相对论情形下 Schrödinger 方
程的多个思路和方法.

非相对论量子力学的核心问题是 Schrödinger
方程的求解 [2]:

iℏ 𝜕
𝜕𝑡 |𝜓⟩ = 𝐻|𝜓⟩.

式中 |𝜓⟩ 表示受考虑量子系统的态, 在通常
的空间坐标下 (𝑅 表象) 可以表示为波函数
⟨x|𝜓⟩ = 𝜓(x). 这个方程只有极少数的情形
存在解析解 (如自由粒子、简谐振子和氢原子
等), 而大多数的情况都要以来数值计算 [1] 的
方法.

Schrödinger 方程的变分形式

我们考虑定态 Schrödinger 方程的解, i.e. 本
征值问题:

𝐸|𝜓⟩ = 𝐻|𝜓⟩. (1)

我们可以使用通常用以求解 PDE 的方法如
有限差分法 (FDM) 和有限元素法 (FEM) 去
求解方程 (1), 但是这类方法在处理方程 (1)
时往往会遇到稀疏程度非常高的迭代矩阵 (往
往这类矩阵是如此的稀疏以至于使用常用的
sparceBLAS 类方法也会造成大量的资源浪
费), 不易处理. 因此, 变分方法在很多情形下
是求解 Schrödinger 方程的更有效的手段.

量子态 |𝜓⟩ (或者说, 波函数 𝜓(x)) 满足定态
Schrödinger 方程 (1) 等价于系统能量在这个
态下的的数学期望

𝐸[𝜓] = ⟨𝜓|𝐻|𝜓⟩
⟨𝜓|𝜓⟩ = ∫ 𝜓∗(x)𝐻𝜓(x)d3𝑥

∫ 𝜓∗(x)𝜓(x)d3𝑥 . (2)

在态 𝜓 附近取稳定值, i.e. 若这个态改变了一
微小的量 𝛿𝜓, 𝐸 期望的改变量不存在一阶项:

𝛿𝐸[𝜓] ≈ 0. (3)

为了证明上面这一论断, 我们定义

𝑃 = ⟨𝜓|𝐻|𝜓⟩, 𝑄 = ⟨𝜓|𝜓⟩,

将 𝛿𝐸 写到 𝛿𝜓 的一阶项:

𝛿𝐸 =⟨𝜓 + 𝛿𝜓|𝐻|𝜓 + 𝛿𝜓⟩
⟨𝜓 + 𝛿𝜓|𝜓 + 𝛿𝜓⟩ − ⟨𝜓|𝐻|𝜓⟩

⟨𝜓|𝜓⟩ (4)

≈⟨𝛿𝜓|𝐻|𝜓⟩ − (𝑃/𝑄)⟨𝛿𝜓|𝜓⟩
𝑄 +

⟨𝜓|𝐻|𝛿𝜓⟩ − (𝑃/𝑄)⟨𝜓|𝛿𝜓⟩
𝑄 ,

结合 (2), (4) 和 𝐸 = 𝑃/𝑄, 我们可以得到:

𝐻|𝜓⟩ = 𝐸|𝜓⟩,

也就是定态 Schrödinger 方程 (1).
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定态波函数位于 Hilbert 空间的一个子空间
内. 如果用线性变分: 选取一组规范正交基
|𝜒𝑖⟩, 𝑖 = 1, … , 𝑁 s.t.

⟨𝜒𝑖|𝜒𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗, (5)

则一个态可以表示成如下的线性叠加 (注意这
里我们使用了 Einstein求和约定: 角标相同则
对该角标求和, 下同):

|𝜓⟩ = 𝐶𝑗|𝜒𝑗⟩. (6)

那么能量泛函的值由下式给出 (式中 𝐻𝑖𝑗 =
⟨𝜒𝑖|𝐻|𝜒𝑗⟩):

𝐸 =
∑𝑖,𝑗 𝐻𝑖𝑗𝐶∗

𝑖 𝐶𝑗

∑𝑖,𝑗 𝛿𝑖𝑗𝐶∗
𝑖 𝐶𝑗

, (7)

而式 (1) 化为如下形式:

HC = 𝐸C, (8)

即式 (1) 的求解被划归为了特征值问题 (8).
求解这个问题所得到的每个特征向量 C

(𝑎)
𝑖 所

对应的特征值 𝐸(𝑎)
𝑖 满足

𝐸(𝑎)
𝑖 ≥ 𝐸′

𝑖 , (9)

其中 𝐸′
𝑖 表示该系统第 𝑖 个本征态所对应的真

实能量 (方便表示起见, 这里所有的解均按能
量 (本征值)从低到高的顺序 𝑖 = 0, 1, ⋯排列).
之所以我们所获得的解与真值有所不同, 是因
为我们所取得基所张的空间只是 Hilbert 空间
的一个子空间, 如果我们扩展现有的基, 使其
成为 Hilbert 空间更大的一个子空间, 那新求
得的能量本征值 𝐸(𝑏)

𝑖 应该满足

𝐸(𝑎)
𝑖 ≥ 𝐸(𝑏)

𝑖 ≥ 𝐸′
𝑖 .

注意到如果我们把基函数去成一个个的 Dirac
Delta 函数, 实际上我们就得到了通常意义上
的差分方程的计算格式, 但这种基在求解这类
问题时非常低效, 其原因便是文章开头提到的
超稀疏矩阵问题. 而通常用于进行变分问题计
算的基都是经过仔细选取的连续函数. 求解特

征值问题的最优解法一般需要 𝒪(𝑛3) 级的计
算量.
另外, 如果我们所取的基不是完全正交归一
的, 而是存在关系

⟨𝜒𝑝|𝜒𝑞⟩ =∶ 𝑆𝑝𝑞,

那么式 (8) 就要变形成为

HC = 𝐸SC,

这种问题被称为广义特征值问题.
通常, 为了满足全同 Fermion 的 Pauli 不相容
关系, 基函数会被选取成一系列反对称 (奇宇
称) 波函数. 著名的 Hatree-Fock 方法就是基
于这个思想实现的.

矩阵方法的精度问题

尽管变分方法把 Schrödinger方程的求解问题
简化成为了一个特征值问题 (或者广义特征值
问题), 这种方法的计算复杂度非常的高: 当收
到考虑的电子数目 𝑛上升时, 描述多体系统态
的波函数 𝜓(x1,x2, ⋯ ,x𝑛) 维数也会线性地上
升, 而此时正确描述系统状态所需要的基的数
目必须以指数形式上升. 综上, 当电子数目上
升时, 矩阵方法求解变分形式的 Schrödinger
方程的计算量会变得非常大.

变分 QMC 方法

从这一节开始, 我们将放弃考虑矩阵形式的方
程 (8), 转而用优化的思想讨论如何找到使得
式 (2) 中的能量 𝐸 取得最小值的那个态 |𝜓⟩.
在正式开始 Quantum Monte Carlo 方法的介
绍之前, 我们先来类比一般的优化问题来简要
构造一下基于变分方法求解 Schrödinger方程
的大致思路:

1. 基于参数集 𝜶 = (𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑆) 构造试
探多体波函数 𝜓𝜶(x1,x2, ⋯ ,x𝑛).

2. 求能量的期望

𝐸[𝜓𝜶] = ⟨𝜓𝜶|𝐻|𝜓𝜶⟩
⟨𝜓𝜶|𝜓𝜶⟩ .
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3. 利用所得结果对 𝜶 进行评估, 循环.

评估能量期望和更新参数集的方法这里暂时
不予以讨论, 我们先来考虑上面步骤中求能量
期望的这一步. 在这里, 我们需要计算式

𝐸[𝜓𝜶] = ⟨𝜓𝜶|𝐻|𝜓𝜶⟩
⟨𝜓𝜶|𝜓𝜶⟩ = ∫ 𝜓∗

𝜶(x)𝐻𝜓𝜶(x)d3𝑥
∫ 𝜓∗𝜶(x)𝜓𝜶(x)d3𝑥 .

(10)
中的积分. 这是一个高维积分, 采用传统的插
值积分或者高维梯形积分的方法不仅构造繁
琐, 在 𝑛 上升时程序还不具有通用性. Monte
Carlo (MC) 方法是一类利用随机数来实现
某一类计算的方法. 在处理高维积分的时候,
MC 积分具有精度随点数线性增长的特点; 而
重要抽样方法中的Metropolis Monte Carlo方
法可以通过细致平衡获得符合任意分布的随
机数序列.
由于真实波函数在 Hilbert 空间的大部分区域
的值都非常小, 我们在求解积分式 (10) 时又
会不可避免地遇到稀疏问题. 此时, 如果采
用传统积分方法或者直接使用均匀随机数进
行 Monte Carlo 积分的话, 会造成大量的计算
资源的浪费. 在这种情形下, 采用 Metropolis
Monte Carlo (MMC) 方法进行积分是比较可
取的: 使用大量粒子在波函数空间上进行随机
游走, MMC 所对应的游走规则会将它们 “推
向” 波函数值较大的区域, 达成较为高效的采
样积分的目的.
我们定义如下局部能量:

𝐸𝐿𝜶(x) = 𝐻𝜓𝜶(x)
𝜓𝜶(x) , (11)

注意如果 𝜓𝜶 与系统真实的基态 𝜓(x) 相等,
这个局部能量是一个与 x 无关的常数. 这样,
系统能量的期望就能被写成如下的形式:

𝐸[𝜓𝜶] = ∫ 𝜓2
𝜶(x)𝐸𝐿𝜶(x)d3𝑥
∫ 𝜓2𝜶(x)d3𝑥 . (12)

有了式 (12) 形式的积分, 我们就可以利用分
布

𝜌(x) = 𝜓2
𝜶(x)

∫ 𝜓2𝜶(x′)d3𝑥′ (13)

进行 MMC 抽样计算.
变分 QMC 方法直接利用基态能量最小原理
计算多体系统的基态, 它的优点是直观而清
晰, 但是显而易见的缺点是这个方法对构造和
修正波函数的质量依赖较为严重.

投影 QMC 方法

除了基于评估和修改试探波函数的变分 QMC
方法, 我们还可以将 Schrödinger 的求解诉诸
迭代法的思想, i.e. 通过一系列变换使得被
研究系统的波函数 𝜓(𝑖)(x) 收敛到它的基态
𝜓′(x).
为了说明这一过程, 我们先考虑单个粒子的自
由随机游走: 考虑一个位于一维离散时空间

𝑥 = 𝑛Δ𝑙, 𝑛 = ⋯ , −1, 0, 1, 2, ⋯ ;
𝑡 = 𝑚Δ𝑡, 𝑚 = 0, 1, 2, ⋯ ,

中的粒子, 假设粒子向左或向右移动的概率都
是 𝛽, 而停留在原来位置的几率为 1 − 2𝛽, 那
么在 𝑡时刻找到粒子的概率服从 Markov过程
主方程:

𝑝(𝑥, 𝑡 + Δ𝑡) − 𝑝(𝑥, 𝑡) (14)

= 𝛽[𝑝(𝑥 − Δ𝑙, 𝑡) + 𝑝(𝑥 + Δ𝑙, 𝑡) − 2𝑝(𝑥, 𝑡)]

≈ 𝛽Δ𝑥2 𝜕2𝑝
𝜕𝑥2 .

等式 (14) 最左边在 Δ𝑡 很小时也可以近似写
成 Δ𝑡(𝜕𝑝/𝜕𝑡), 再记 𝛾 = Δ𝑥2𝛽/Δ𝑡, 我们可以
得到方程 (14) 的近似连续形式:

𝜕𝑝(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡 = 𝛾 𝜕2𝑝(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 , (15)

我们马上发现这是一个含时扩散方程. 于是我
们可以就此写出它的 Green 函数:

𝐺(𝑥, 𝑥′, 𝑡) = 1√4𝜋𝛾𝑡 exp (−(𝑥 − 𝑥′)2

4𝛾𝑡 ) ,
(16)

使得

𝑝(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑥′, 𝑡)𝑝(𝑥, 𝑡)d𝑥′.

在这里我们注意到, 我们可以通过如下方法构
造另一个符合上述方程的 Markov 过程: 取粒
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子 0 时刻的位置为 𝑥0, 令它在 +Δ𝑡 时刻游走
到 𝑥1 的概率密度为 𝐺(𝑥1, 𝑥0, Δ𝑡); 完成这部
游走之后,令它下一步 (时刻 𝑥2)游走到 +2Δ𝑡
的概率密度为 𝐺(𝑥2, 𝑥1, Δ𝑡), 以此类推. 用符
号表示这一 Markov 过程就是

𝑇∆𝑡(𝑥′ → 𝑥) = 𝐺(𝑥, 𝑥′, Δ𝑡). (17)

该 Markov 过程和原先的随机游走的区别在
于它利用了方程 (15) 的连续解的形式, 使得
它具有理论上更高的效率. 这里我们再使用两
个式子概括式 (17) 所描述的 Markov 过程:

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝜂
√

Δ𝑡, (18)

式中 𝜂 是一个满足方差为 2𝛾 Gaussian 分布
随机变量:

𝑝(𝜂) = 1√4𝜋𝛾 exp (− 𝜂2

4𝛾 ) .

扩散方程的一般形式是:
𝜕𝜌(x, 𝑡)

𝜕𝑡 = ℒ𝜌(x, 𝑡), (19)

式中 ℒ 是一个二阶线性微分算子. 方程 (19)
具有如下的形式解:

𝜌(x, 𝑡) = exp(𝑡ℒ)𝜌(x, 𝑡). (20)

当然, 由于形式解 (20) 中含有微分算符的指
数项, 不能直接进行数值求解, 但是从这个方
程我们可以发现, 方程 (19) 的 Green 函数就
是式 (20)中的微分算符 exp(𝑡ℒ)在 𝑅 表象下
的矩阵元:

𝐺(x,x′, 𝑡) = ⟨x′| exp(𝑡ℒ)|x⟩. (21)

我们自然会想到区使用 Green 函数的某种近
似去构造 Markov 过程求解扩散方程 (19), 但
是注意, Green 函数只有可以被归一化, i.e.
∫ 𝐺(x,x′, 𝑡)d3𝑥 = 1 时才可以被用来构造
Markov 过程. 我们会在下面对投影 QMC 的
正式讨论中遇到这个问题.
投影 QMC 方法考虑如下的扩散方程:

𝜕𝜌(x, 𝜏)
𝜕𝜏 = 1

2∇2𝜌(x, 𝜏) − 𝑉 (x)𝜌(x, 𝜏), (22)

注意到, 如果我们在方程 (22) 中令 𝜏 =
i𝑡, 这个方程就成为了单位质量粒子的含时
Schrödinger 方程. 利用式 (20), 我们可以把
解写成:

𝜌(x, 𝜏) = exp[𝜏(−𝐾 − 𝑉 )]𝜌(x, 0), (23)

其中 𝐾 = 𝑝2/2 = −1/2∇2 是动能算符. 由于
𝐾, 𝑉 不对易, 式 (23) 的指数项不能直接被展
开,但是,如果我们令 𝜏 取一个很小的值,那么
指数项中的 Campbell-Baker-Hausdoff (CBH)
对易子就可以被忽略:

exp[−𝜏(𝐾 + 𝑉 )] (24)

= exp(−𝜏𝐾) exp(−𝜏𝑉 ) + 𝒪(𝜏2).

现在,我们的主要任务就成为了找到式 (24)右
边各指数项的显式表达式. Green 函数势能项
的指数展开是平凡的, 问题仍然出在如何找到
动能项所对应的矩阵元:

𝐺kin(x,x′, 𝜏) = ⟨x′| exp(−𝜏𝐾)|x⟩. (25)

为了做到这件事, 我们在式 (25) 中插入完备
正交归一化关系:

∫ |p⟩⟨p|d3𝑝 = 1,

并利用基本投影关系:

⟨x|p⟩ = 1√
2𝜋 exp(ip ⋅ x),

由于动能算符 𝐾 在 𝑃 表象下是对角化的, 我
们可以算得:

𝐺kin(x,x′, 𝜏) = 1√
2𝜋𝜏 exp (−(x − x′)2

2𝜏 ) .
(26)

我们发现, 式 (26) 作为虚时间 Schrödinger 方
程 (22) 在不含势能项 𝑉 情况下的 Green 函
数实际上就是不含时扩散方程的解 (16), 这也
使我们确信了它作为正确解的地位. 现在我们
把虚时间 Schrödinger 方程 (22) 的 Green 函
数再写一下:

𝐺(x,x′, 𝜏) (27)

= 𝐺kin(x,x′, 𝜏) exp(−𝜏𝑉 ) + 𝒪(𝜏2).
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但不幸的是, 势能项因子 exp(−𝜏𝑉 ) 破坏
了 Green 函数 (27) 的归一性. 对式 (27)
进行归一化的方法是在其上乘一个收敛因子
exp(𝜏𝐸𝑇 (但是注意, 我们预先不知道这个 𝐸𝑇
的值). 乘上了收敛因子的新 Green 函数当然
已经不再是原方程 (22) 的解, 而是存在着一
个移位:

𝜕𝜌(x, 𝜏)
𝜕𝜏 = 1

2∇2𝜌(x, 𝜏) − (𝑉 − 𝐸𝑇 )𝜌(x, 𝜏).
(28)

如果我们选取 𝐸𝑇 使得 Green 函数 (27) 归一
化, 那么方程 (28) 就会存在一个不随 𝜏 演化
的解:

𝐸𝑇 𝜌(x) = −1
2∇2𝜌(x) + 𝑉 (x)𝜌(x). (29)

这时我们就会发现,式 (29)正是定态方程 (1).
那么接下来我们就需要求解 (29).
接下来我们考虑 Green 函数:

𝐺 = ⟨x′| exp(−𝜏(𝐻 − 𝐸𝑇 ))|x⟩ (30)

≈
exp(−𝜏(𝑉 − 𝐸𝑇 ))exp(− (x−x

′)2
2𝜋𝜏 )

√
2𝜋𝜏 (31)

的性质. 我们先把算符 exp(−𝜏(𝐻 − 𝐸𝑇 )) 按
它的本征态 |𝜙𝑛⟩ 展开:

exp(−𝜏(𝐻 − 𝐸𝑇 )) (32)

= ∑
𝑛

|𝜙𝑛⟩ exp(−𝜏(𝐸𝑛 − 𝐸𝑇 ))⟨𝜙𝑛|.

在 𝜏 很大的情况下基态 |𝜙0⟩, 𝐸0 在上式以
𝑒𝑥𝑝[−𝜏(𝐸1 −𝐸𝐺)]的优势占据主导地位. 所以
算符 (32 起到了一个将任意初态投影到基态
的投影算符. 而由于我们只有形如式 (31) 的
在 𝜏 很小的情况下的 𝐺 的近似表达式, 我们
必须多次将 Green 函数作用在波函数 𝜓(𝑖)(x)
上. 这就是投影 Monte Carlo.
在实际的计算模拟中, 一批粒子被模拟在位形
空间中进行随机游走, 每个游走过程分为扩散
和分支两步. 在扩散步中, 每个粒子按 Green
函数的扩散项进行随机取点 (由于 Gauss函数
的抽样技术非常简单, 这里应该直接使用解析
的抽样公式); 而在分支步中, 每个粒子按势能

项 (权函数) 之比的概率

exp [−(𝑉 (x(𝑖+1)) − 𝐸𝑇 )
−(𝑉 (x(𝑖))) ]

来决定是否真的游走到所取的点 x(𝑖+1). 这个
过程的效率不是很高, 因为粒子很容易随机游
走到势能权重非常低的地方去, 停留在这类地
方会造成计算资源的浪费. 为了缓解这个问
题, 我们可以引入 “出生–死亡法”: 每当粒子
游走到一个点 x(𝑖+1), 我们计算 x(𝑖+1) 的权函

数:
𝑞 = exp[−𝜏(𝑉 (x(𝑖+1)) − 𝐸𝑇 )].

如果 𝑞 < 1, 这个粒子就有 1−𝑞 的几率 “死亡”;
而如果 𝑞 > 1, 这个粒子就会使 floor(𝑞 − 1)
或 floor(𝑞) 个粒子在 x(𝑖+1) 点 “出生”, 出生
floor(𝑞) 个粒子的几率由 𝑞 − floor(𝑞) 给出.
我们注意到, “出生–死亡法” 会使得进行随机
游走的全部粒子数发生变化, 而 𝐸𝑇 = 𝐸0 时

随机游走的粒子数目在统计上是恒定的. 所以
我们可以在进行了一段时间的模拟之后对 𝐸𝑇
作如下调整:

𝐸𝑇 = 𝐸0 + 𝛼 log(�̃� /𝑀),

式中 �̃� 是我们期望的粒子数而 𝑀 是真实观
察到的粒子数. 在经过一段时间的调整之后,
最终 𝐸𝑇 的平均值会收敛到系统的基态能量

𝐸0, 而随机游走的粒子则会收敛到系统的基态
波函数.
投影 QMC 有着比变分 QMC 更好的精度, 而
且不依赖于猜测算法的选取. 算法最主要的系
统误差来源于被舍弃的 CBH 对易子, 而这也
是可以通过缩短 𝜏 来改善的. 但是投影 QMC
的收敛速度依然严重依赖初始的试探波函数
的选取, 这是在编写程序时需要注意的.
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