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时间演化算子和传播子

在 Schrodinger 图象下, 非相对论性量子力学的基本规
律由态矢 |ψ⟩ 随时间的演化来描述, 演化的规则由如下
的 Schrodinger 方程描述:

i
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ |ψ⟩ , (1)

∂

∂t
Ô (t) = 0 (implicit) (2)

式中 H 为体系的 Hamiltonian 算符. 若零时刻的态
|ψ (0)⟩已知,则之后任意时刻 t的态 |ψ (t)⟩可由时间演
化算符 (time development operator) 作用于初态得到:

|ψ (t)⟩ = U (t, 0) |ψ (0)⟩ . (3)

比较式 3 和 1 我们可以得到时间演化算符的形式:

Û ′ (tf , ti) = exp
(
−iĤ (tf − ti)

)
. (4)

式 4 给出了对于任意 t 顺序均成立的时间演化算符表
示. 但是考虑到真实世界中时间不可能倒退, 我们经常
要求 tf < ti 的时间演化算子为零 (当然, 考虑到 3 的
形式, 时间反演依然可以用 U † (tf , ti)):

Û (tf , ti) = θ (t) Û ′ (tf , ti) (5)

=

{
exp iĤ (tf − ti) tf ≥ ti

0 otherwise
.

选取任意表象 (正交归一完备基组) Schrodinger 表
象下的时间演化算符在改组表象之下的投影矩阵元
⟨n|U (t, 0) |n′⟩ 被定义为传播子 (propagator). 传播子
描述的是在一定的 Hamiltonian 描述下系统在各个态
之间的跃迁几率. 若所取的表象是非严格归一化的坐标
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表象: ⟨x | x′⟩ = δ (x− x′), |x⟩ ⟨x| = 1̂, 则该种传播子被
称为 Feynman 传播子: 1

DF (x, t;x′, t′) := ⟨x| Û (t− t′) |x′⟩ . (6)

注意: 至此所有的推导均是在 Schrodinger 表象下进行
的. 如果我们在其他表象之下把式 6 的一般形式写出
来, 则作为表象的基矢 |x⟩ 应是时间依赖的:

DF (x, t;x′, t′) := ⟨x, t|ÛH,I,etc. (t− t′) |x′, t′⟩ . (7)

这里我们先转而讨论 Heisenberg 图象之下的情形.
考虑到在 Heisenberg 图象之下态矢不随时间演化
∂t |ψ⟩ = 0, 取而代之的是所有观察算子 Ô(t) 的行为
变得依赖于时间, 进而它们的本征态 |τ⟩ 也随时间演化:

ÔH (t) = Û−1ÔSÛ (8)

|τ, t⟩H = Û−1|τ⟩S . (9)

如果我们在 Heisenberg 图象下也定义一个 “时间演化
算符”, 我们轻易就会发现它是常算符 1̂ 2, 所以我们可
以验证本征矢的如下演化关系:

⟨x, t|H ÛH (t, 0) |x′, 0⟩H = ⟨x|U (t) ÛHU
†(t) |x′⟩ (10)

= ⟨x| exp
(
−iĤt

)
ÛH (t, 0)︸ ︷︷ ︸

1̂

exp
(
iĤt

)
|x′⟩ .

将这个传播子仿照上面式 5 进行正时改造, 可以得到:
ÛH (t, 0) = θ (t).

现转而考虑 Heisenberg 图象下的时间演化算子, 由
|t⟩ = Û (t) |t⟩H = Û (t) |0⟩ 代入 Schrodinger 方程 1

1至此为止为第一周上课内容.
2从此开始我们使用简记 U(t) := U(t, 0)
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可得:

i
∂

∂t
Û (t) = ĤÛ (t) (11)

U (t)|t=0 = 1̂. (12)

这样, Feynman 传播子在 Heisenberg 表象下就可以表
示为:

DF (x, t;x′, t′) = ⟨x, t | x′, t′⟩ , (13)

i.e. |x′, t′⟩ 在终了时刻 t 的本征态 |x, t⟩ 上的投影.

传播子的时序展开与路径积分

求解 Schrodinger 方程可以利用一个固定的标架展开,
也可以化为积分来处理. 现考虑如下的函数:

⟨x, t|T (x̂ (t1) , x̂ (t2) , · · · , x̂ (tn)) |x′, t′⟩ , (14)

其中 T (· · · ) 表示括号中个观察算子的编时算子,
它表示将括号内的各个观察算子按时序编排3. 由
于对各个时刻的观察算子, 有本征态完备性关系∫

dxj |xj , tj⟩ ⟨xj , tj | = 1̂, 将其插入 13 中可得:

DF = ⟨x, t| 1̂1̂ · · · 1̂ |x′, t′⟩ (15)

=

∫ ∞

−∞
dx2dx3 · · · dxn

N∏
j=1

⟨xj , tj | xj−1, tj−1⟩.

又由 Schrodinger 表象之下有

⟨xj , tj | xj−1, tj−1⟩ = ⟨xj | exp iĤ (tj − tj−1) |xj−1⟩ ,
(16)

我们可以对这数个矩阵元进行计算. 但这里有个困难:
在 Ĥ = p̂2/2m+ V (x̂) 中算子 Ĥ 和 V̂ 不对易. 为了克
服这个困难, 我们需要将上面 t1, t2, · · · , tn 的间隔取得
尽可能小, 使得 exp(· · · ) 展开后的 CBH 对易子可以忽
略. 这样就有:

⟨xj , tj | xj−1, tj−1⟩ (17)

= ⟨xj | 1̂− iε
(
p̂2/2m+ V (x̂)

)
|xj−1⟩+O

(
ε2
)

= (1− iεV (xj)) ⟨xj | xj−1⟩︸ ︷︷ ︸
δ(xj−xj−1)

−iε ⟨xj |
p̂2

2m
|xj−1⟩+O(ε2)

= (1− iεV (xj)) ⟨xj | xj−1⟩

− iε

2m

(
−i ∂
∂xj

)2

⟨xj | xj−1⟩+O(ε2)

3注意: 我们现在还在 Heisenberg 图像之下, 不同时刻的观察算子互相不
对易.

现在我们要对上式作积分, 考虑到 Fourier 定理:

δ (xj − xj−1) =

∫ dp
2π

exp ip (xj − xj−1), (18)

得到:

⟨xj , tj | xj−1, tj−1⟩ (19)

=

∫ dp
2π

exp

−iε
[
p2

2m
+ V (xj)

]
︸ ︷︷ ︸

OSC

+ip (xj − xj−1)


+O

(
ε2
)

上式中被标为 OSC 的项在积分 p 较大的区域会剧烈振
荡导致积分发散, 为了解决这个发散问题我们需要为 m

引入一个虚数因子. 总之, 我们先认定它可以积分, 有:

⟨xj , tj | xj−1, tj−1⟩ (20)

=
( m

2πiε

)2
exp iε

Lj︷ ︸︸ ︷[
1

2
m

(
xj − xj−1

ε

)2

− V (xj)

]
+O

(
ε2
)
.

于是总传播子可以化为:

DF =

∫ ∞

−∞

n∏
i=2

dxi
N∏
j=1

√
m

2πiε
exp iεLj +O

(
ε2
)

(21)

=

∫ ∞

−∞

n∏
i=2

dxi
√

m

2πiε
exp iε

N∑
j=1

Lj +O
(
ε2
)
.

当时间的区间细分度 N → ∞ 时, 上式收敛于精确的传
播子 DF . 而右边指数内的求和化为积分:

iε
N∑
j=1

Lj → i

∫ t

0

dtL, (22)

而前面的趋于无穷的积分测度并写为 D[x(t)], 表示对
路径 x(t) 的变分. 这样, Feynman 传播子就可以用
Feynman 路径积分的方式表示:

DF =

∫
D [x (t)] exp iS, (23)

其中 S :=
∫ t

0
dtL 被称为作用量, 积分是对始末点固定

的所有轨迹进行的4.
4以上为第二周上课的内容
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频率表象之下的传播子

现在我们在频率 (动量) 表象之下求解传播子.5 首先有
动量本征态的波函数:

⟨r | p⟩ = 1

(2π)
3/2

exp ip · r, (24)

而坐标、动量本征态分别按如下方式归一化:

⟨r′ | r⟩ = δ(3) (r′ − r) (25)

⟨p′ | p⟩ = δ(3) (p′ − p) ,

这样, 完备性条件就表示为6:∫
d3p |p⟩ ⟨p| = 1̂. (26)

当然, 也可以在讲坐标空间变换到动量空间的同时将时
间变换到频域:

ψ (r, t) =
∫ d3p

(2π)
3ψ (p, ω) exp ip · rdω

2π
exp−iωt (27)

=

∫ d3p

(2π)
3

dω
2π
ψ (p, ω) exp−ipµxµ.

即相对论量子力学常用的形式. 式 27 中, 时域波函数
到频域波函数的变换式按照如下规则进行的:

f (ω) =

∫ dt√
2π
f (t) exp iωt (28)

f (t) =

∫ dω√
2π
f (ω) exp−iωt.

按照这个逻辑, 时间演化算子也可以变换到频域:

Û (ω) :=

∫ ∞

−∞
dtÛ (t) exp iωt, (29)

需要注意的是, 若使用为正时化的时间演化算子, 由于
这个式子的被积因子的模恒为 1, 积分会发散, 这里之
前所做的演化算子正时化就发挥了消除发散的作用. 不
过要完全消除发散, 我们还需要再在 Hamiltonian 上加
一个极小的 (趋于零的) 虚部 Ĥ → Ĥ − iε. 这样一来,

5这里我们继承初等量子力学常用的 r, p 之归一化条件, 和上课所用有所
区别.

6这样, 6 维像空间的积分测度为 1.

积分式 29 便化为:

Û (ω) =

∫ ∞

0

dt exp i
(
ω − Ĥ + iε

)
t (30)

=
1

i
(
ω − Ĥ + iε

) exp i
(
ω − Ĥ + iε

)
t
∣∣∣∞
0

=
i

ω − Ĥ + iε
= iK̂ (ω) .

下面还需要证明其反变换公式:∫ dω
2π
iK̂ (ω) exp−iωt = θ (t) exp−i

(
Ĥ − iε

)
t. (31)

利用留数定理, 这个证明并不困难: 先选取 Ĥ 的本征态
作为表象:

K̂ =
∑
i

1

ω − Ei + iε
|φi⟩ ⟨φi| (32)

代入式 31 后由于积分的其他变量都是数, 求和和投影
算子可拿到积分之外. 而对于积分:∫ dω

2π

i

ω − Ei + iε
exp−iωt

当 t > 0 时, 把积分延拓成围绕下半平面进行, 这样圆
周上的分量会随着 exp−iωt 的虚部趋于零, 而又留数
定理可以导出式 31 的实积分为下半平面上一极点上的
留数 exp−i (Ei − iε); 而当 t < 0 时, 为了使圆周上的
分量趋于零, 积分区间就需要选取在上平面, 然而上平
面上没有被积函数的奇异点, 故积分为零. 这一论证对
Ĥ 的所有本征态都成立, 故对于整个算子, 31 成立.

简谐振子的传播子

为了演示传播子的具体功能, 我们先研究量子力学中少
数可解析解的系统之一: 谐振子系统. 谐振子系统的
Lagrangian 和 Hamiltonian 分别为:

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 (33)

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x2. (34)

我们可以对这个系统的 Hamiltonian 作上升–下降展开:

a =
√

mω
2

(
x̂+ i p̂

mω

)
a† =

√
mω
2

(
x̂− i p̂

mω

)
, (35)
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使得:

â†â =
1

2
mω

x̂2 + p̂2

m2ω2
+ i

1

mω
[x, p]︸ ︷︷ ︸

i

 (36)

=
Ĥ

ω
− 1

2
.

这样, 原体系的算子就可以被表示成:

Ĥ = ω

(
a†a+

1

2

)
(37)

x̂ =
1√
2mω

(
a+ a†

)
(38)

p̂ =
−imω√
2mω

(
a− a†

)
. (39)

这样以来,在 Heisenberg图像下求解体系的运动就化为
了求解上升–下降算符 a, a† 随时间的演化. 由 Heisen-
berg 方程, 我们有:

∂â(t)

∂t
= i
[
Ĥ, â(t)

]
= −iωa(t). (40)

由此得到:

â(t) = â(t = 0) exp−iωt. (41)

在 V̂ 含有 x̂2 之外的项, 若仍定义升降算符 â†, â, 则可
以对系统作谐振子展开:

Ĥ = Ĥ0︸︷︷︸
Harmonic

+V̂ ∂
∂t
â (t) = −i

[
Ĥ0 + V̂ , â (t)

]
.

(42)
此时我们就需要转入相互作用图象:

exp iĤ0t : S → I. (43)

相互作用图象中, 我们利用 Ĥ0 已经被解清楚这一事实,
相互作用图象中态矢 |t⟩I 的演化规则是:

i
∂

∂t
|t⟩I = i

∂

∂t

(
exp iĤ0t |t⟩

)
(44)

= −Ĥ0

(
exp iĤ0t |t⟩

)
︸ ︷︷ ︸

|t⟩I

− exp iĤ0tĤ |t⟩︸︷︷︸
exp −iĤ0t|t⟩I

=
(

exp iĤ0tĤ exp−iĤ0t− Ĥ0

)
|t⟩I

= exp iĤ0t
(
Ĥ − Ĥ0

)
︸ ︷︷ ︸

V̂

exp−iĤ0t|t⟩I (45)

= V̂I |t⟩I (46)

这样, 我们就把自由理论的 Heisenberg 图象转入了关
于扰动的相互作用图象.

最后我们对 Feynman 传播子关于已对角化的谐振子的
各个能级作如下展开: 7

DF (x, t;x′, 0) = ⟨x, t | x′, 0⟩ (47)

= ⟨x| exp−iĤt |x′⟩

=
∑
n

⟨x | n⟩ ⟨n| exp−iĤt |x′⟩

=
∑
n

exp−iEnt ⟨x | n⟩ ⟨n | x′⟩.

=

∫
D [x(t)] exp i

∫ −T/2

T/2

L (x(t), ẋ(t))dt

= lim
N→∞

( m

2πiε

)N/2
∫

dx1dx2 · · · dxN−1 (· · · )

若是令时间含有一个微小的虚的扰动项, 则当 t → ∞
时能量高于 E0 的态分量均会趋于零.

含时微扰论: 传播子的应用

我们现在考虑式 44 所描述的动力学. 由 |t⟩I =

ÛI (t) |0⟩I 相互作用图象下的时间演化算子满足关系:

i
∂

∂t
ÛI (t) = V̂I (t) ÛI (t) . (48)

我们可以把式 48 改写成自洽的积分形式:

ÛI = 1̂− i

∫ t

0

dt′V̂I (t
′) ÛI (t

′). (49)

有了这个自洽场的形式, 我们就可以对相互作用图象下
的时间演化从 1̂ 开始进行逐阶展开:

ÛI = 1̂− i

∫ t

0

dt′V̂I (t
′) (50)

+ (−i)2
∫ t

0

dt2
∫ t2

0

dt1V̂I (t2) V̂I (t1) + · · ·

=
∞∑

n=0

U
(n)
I (t),

其中, N 阶修正项为:

U
(n)
I (t) = (−i)n

∫ t

0

dtn · · ·
∫ t2

0

dt1V̂I (tn) · · · V̂I (t1).

(51)
7以上为第三周的内容.
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注意上述积分的积分总体积是 n 为立方体体积的 1/n!,
我们可以利用编时算子进一步化简上式为8:

UI (t) = (52)

θ(t)
∞∑

n=0

(−i)n

n!

∫ t

0

d (tn · · · t1)T
(
V̂I (tn) · · · V̂I (t1)

)
.

进一步地, 我们可以利用指数函数的展开式将这一式写
成:

UI (t) = θ (t)T

(
exp

(
−i
∫ t

0

dtV̂I (t)

))
, (53)

但千万要注意, 式 52 和 53 都只是形式表示而不可计算
的. 回到 Schrodinger 图象:

ÛS (t) = exp−iĤ0tÛI (t) exp iĤ0t. (54)

现欲按式 6 计算 Feynman 传播子 DF , 由于 UI(t) 可
以按照各阶修正展开, Feynman 传播子也可以按照各
阶修正展开:

D
(n)
F = ⟨x| exp−iĤ0tU

(n)
I (t) exp iĤ0t |x′⟩ (55)

= ⟨x|
∫

dtn · · ·
∫

dt1Û0 (t, tn)
(
−iV̂

)
Û0 (tn, tn−1) · · · |x′⟩ .

在式 55 各个时间演化算符两边插上 x̂ 的完备性关系就
可以得到:

D
(n)
F =

∫
dtn · · · dt1

(
n∏
1

−iV (xi)

)
(56)

D
(0)
F (x, t;xn, tn) · · ·D(0)

F (x1, t1;x
′, 0) ,

它表示系统在按照未扰动的时间演化算子演化的过程
中与势场作用 n 次的修正项. 用 Feynman 图表示就是
图 1.

当然, 也可以将时间演化算符通过 Fourier 变换的方式
在频率表象之下展开:

Û (ω) = Û (0) (ω)+U (0) (ω)
(
−iV̂

)
U (0) (ω)+· · · , (57)

其中 Û (0) (ω) = 1/
(
ω − Ĥ0 + iε

)
已知.

8顺便再把正时化做了

U (0) U (1) U (2)

V

V

V

f

i

b

b

b

b

b

b

b

b

b

图 1: 零、一、二阶的微扰传播子的 Feynman 图.
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